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مروری بر پیدایش و تحول مفهوم تابع 


مریم امیاری 


گروه ریاضی» دانشگاه آزاد اسلامی واحد مشهد 


)مه تمه روصم 


است» می‌پردازيم و سیر تحول این مفهوم را از قرون وسطی تا عصر حاضر مرور می‌کنیم. 


۱ مقدمه 


شاخه های متنوع ریاضیات به طور مستقیم یا غیر مستقیم با تابع سر و کار دارند. آنالیز ریاضی توابعی 
با یک یا چند متغیر و خواص آنها و مشععات انا را مورد بررسی قرار می‌دهد. نظریه دیفرانسیل و معادلات 
انتگرالی در صدد حل معادلاتی است که جواب آنها تابع است. آنالیز تابعی روی فضاهایی که عناصر آنها تابع 
هستند کار می کند. آنالیز عددی فرآیندهای کنترل خطاها در ارزیابی انواع مختلف تابع را مطالعه می کند. 
برخی دیگر از زمینه های ریاضی, با گسترش‌هایی از مفهوم تابع سر و کار دارند. به عنوان نمونه» در جبر عمل 
و رابطه و در منطق ریاضی توابع بازگشتی مورد مطالعه قرار می‌گيرند. 

مفهوم "تابع" که امروزه اکتز ریاضیدانان پذیرفته‌اند» تیا اخفتت شکان کرفتاه این مفهوم به رأستی یکی 
از مهمترین مفاهیم ریاضی است. در این مقاله مروری مختصر بر چگونگی شکل‌گیری آن داریم. همان‌گونه که 
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تاریخ: دریافت ۹۹/۸/۳ پذیرش ۹۹/۱۱/۱۰ 
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مروری بر پیدایش و تحول مفهوم تابع ۵ 

نقطه, خط و صفحه مفاهیم بنیادین در هندسه اقلیدسی هستند» تابع» مشتق و انتگرال نیز اساس آنالیز ریاضی 

مثال های خاصی از تابع را می توان در ریاضیات کهن یافت. به عنوان نمونه. شمارش به عنوان تناظری 
بین مجموعه‌ای از اشیا و قطعه‌ای متناهی از اعداد طبیعی؛ چهار عمل اصلی به عنوان توابعی از دو متغیر؛ 
حدول های تقابلی یابلی؛ محاسبه مربع‌ها و مکعب‌ها و همچنین ریشه‌های و ۳ 

از دیدگاه تاریخی» برخی از ریاضی‌دانان تصور درستی از مفهوم امروزی تابع داشته و به نوعی به آن نزدیک 
شده بودند. 

به عنوان مثال نیکلا اورسم" (1382 ت 1323( که در بررسی پدیده فیزیکی دم بین دما در یک نقطه و 
(مبانع0) را به‌کار برد. در کارهای او ایده‌ای کلی از متغیرهای مستقل و وانستة دیده می شود. فان ضرورت 
وجود مفهومی به نام تابع به عنوان یک مفهوم بنيادین در پژوهش های ریاضی نسبتا جدید است و قدمت آن 
به قرن ۱۷ میلادی باز می‌گردد. 

واقعیت این است که مفهوم تابع در ریاضیات به‌طور اتفاقی پدیدار نشد. بنتو کاراچا" در سال ۱۹۵۱ نشان 
داد که استفاده از ابزارهای ریاضی در بررسی کمّی پدیده‌های طبیعی توسط گالیله (1642 - 1564) و کپلر 
(1571-1630) به دلیل نیاز به آن آغاز شد. گسترش استفاده از این ابزارها بر اساس توانایی‌هایی که جبر جدید 
(ابداع شده توسط ویت ") دربیان مطالب فراهم می‌نمود و به خصوص هندسه تحلیلی که توسط دکارت و فرما 
ابداع شد. امکان پذیر گردید. بر خلاف تفکر قرون وسطایی گالیله بر اين باور بود که ریاضیات مناسب‌ترین 
زبان برای مطالعه طبیعت است. طبق نظر گالیله برای مطالعه یک پدیده می‌بایستی کمیت‌ها اندازگیری شده 
و نظم بین آن‌ها مشخص شود و پس از آن» قواعد ریاضی که اين روابط را توصیف می‌کنند به ساد‌ترین شکل 
ممکن به کیک ارت 

در قرن های ۱۷ و ۱۸ میلادی» ریاضی و فیزیک بیشترین درهم‌آمیختگی را داشتند. نیوتون به عنوان یکی 
از بزرگترین ریاضی‌دانان تمام دوران. فیزیکدان برجسته‌ای نیز بود. علاوه بر او بسیاری دیگر از ریاضی‌دانان 

سه عامل تاثیرگذار در شکل‌گیری و گسترش مفهوم تابع در قرن های ۱۷ و ۱۸ میلادی را می‌توان به ترتیب 
زیر برشمرد: 

۱- استفاده از نمادگذاری چبری که حامل جنبه‌های مهمی مانند سادگی و دقت بود و دستکاری در عبارت‌های 
تحلیلی را مجاز می‌نمود و علاوه بر آن اطلاعات بسیاری را در خود جای می داد. 
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۲- نمایش هندسی که ابزار شهودی درک مسئله را فراهم می‌کرد. مثال مهمی از آن ارتباط بین مماس بر 

۳- روابط بین پدیده‌های فیزیکی که به دلیل وجود نظم انگیزه اصلی را برای مطالعه خانواده‌های توابع فراهم 
آورد. 

توابع ابزارهای فوق‌العاده ای برای مسائل وردشی هستند. یک کمیت ممکن است با زمان, یا در مکان, یا 
نسبت به کمیت‌های دیگر و یا به‌طور همزمان در ابعاد متعدد. تغییر کند. چنین تغیبری ممکن است سریع یا 
زمان با توابعی کارکردند که صرفاً متناظر با یک عبارت تحلیلی» یک نمایش هندسی یا یک پدیده مشخص 
فیزیکی نبودند. به اين ترتیب مفهوم تابع شروع به تحول نمود و از مفهوم اولیه خود فاصله گرفت. این تحول 
لحظه‌های شگفت‌آوری نیز داشت. به عنوان مثال» پدیدار شدن تابعی که در همه نقاط پیوسته است ولی در هیچ 

به‌طور خلاصه. دو حنبه اصلی درتکامل مفهوم تابع از اولویت برخوردار بودند: سازگاری و کلیت: البته 
بحث‌های پیش آمده تنها به جنبه‌های مجرد محدود نمی‌شد بلکه در راستای مسائل اصلی ریاضیات در عصر 
خود حرکت می‌کرد. در ادامه با جزئیات بیشتری به بررسی سیر این تحول می‌پردازيم. عمده مطالب این مقاله 

۲ مفهوم تابع در قرن هفدهم. هجدهم و نیمه اول قرن نوزدهم 

ضرورت وجود مفهوم تابع به عنوان یک شی مستقل ریاضی را می‌توان در آغاز حساب بی‌نهایت کوچک‌ها 
ردیابی کرد. دکارت (1650 - 1596) آشکارا بیان کرد که یک معادله از دو متغیر که از نظر هندسی به وسیله 
یک خم نمایش داده می‌شود. وابستگی بین مقادیر متغیرها ر شاخ می‌دهد. و به این ترتبب ایده مشتق به 
عنوان راهی برای یافتن مماس بر این خم در هر نقطه پدیدار شد. 
تابع را برای نشان دادن این که کمیت‌های هندسی مانند پاره‌خط‌های تحت مماس (۲۸) و تحت قاتم (۸(۷) 
بر یک خم به مکان نقطه روی خم وابسته هستند. به کار برد نمودار ۱ را ببینید. وی همچنین اصطلاحات 
"ثابتگ "متغیرگ* و "پارامتر" ر معرفی کرد. 

باگسترش مطالعه خم ها به کمک روش های جبری. اصطلاحی برای نمایش مقادیر وابسته به یک متغیر با 
این وحود. اصطلاح تابع تا انتشار واژه نامه ریاضی در سال ۱۷۱۶ ظاهر نگردید. ولی دو سال بعد برنولی 
مقاله‌ای نوشت که بازتاب گسترده ای داشت و تعریف تابع را از قید صورت‌های هندسی آن رها کرد و نوشت 
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نمودار ۱: نمایش پاره خط تحت مماس و پاره خط تحت قائم بر یک خم 


"تابع یک مقدار متغیر کمیتی است که به نوعی ازآن متغیر و مقادیرثابت تشکیل شده است؟. اویلر دانشجوی 
بای یس ات اما یایشا فطل وهای گنت رای فرش وا فان گر 

بنابراین مفهوم تابع در عمل با مفهوم "عبارت تحلیلی""یکسان گرفته شد. این اصطلاح به زودی به تناقض 
های متعددی منجر شد. در واقع» یک تابع می توانست توسط چندین عبارت تحلیلی متفاوت مشخص شود. 
از سوی دیگر و به زبان امروزی» می توان گفت که تعریف اویلر فقط توابع تحلیلی» که یک زیر مجموعه کوچک 
از مجموعه کوچک دیگری یعنی توابع پیوسته است. را در بر می گرفت. 

نیوتن (1727 - 1042) یکی از اولین ریاضی‌دانانی بود که مفهوم تابع را به‌کار برد. او از لغت 00۵0/7" 
برای معین کردن متغیر مستقل و همچنین از کلمه "002011125 ۲6۵1212 برای نمایش متغیرهای وابسته و لغت 
"0 برای ارجا ع به مقادیر بدست آمده از بقیه با استفاده از چهار عمل اصلی حسابان استفاده کرد. او 
همچنین نشان داد چگونه توابع می‌توانند به صورت یک سری توانی نامتناهی نمایش داده شوند. 

اویلر (1707-1793) با آگاهی ازکاستی‌ها تعریف دیگری ارائه داد که در آن زمان مورد توجه قرار نگرفت» 
او تابع را با یک نمودار تعبیر کرد ولی هرگز کاری ساختار يافته در مورد توابع انجام نداد. در کارهای اویلر و در 
زمان ای توجه معطوف به توابع خاص حقیقی بود که در هندسه مکانیک. نجوم» احتمال و سایر کاربردها ظاهر 
می‌شدند. مطالعه اين توابع زمینه‌ای گسترده و چندجانبه در پژوهش را گشود که خیلی زود چندجمله‌ای‌های 
امه وا قه قاما رش خالت ای از تیه ای کلين کرور ا تام تور نید ان 

ور کش ماه را تاه رآ هیات افیا رواب ان سای تا اه کسید 
توابع تحلیلی هستند و به صورت موضعی در نزدیکی هر نقطه‌ای بسط سری توانی دارند. 

تا انجا که به جریان اصلی ریاضیات مربوط می شود درطول قرن هجده میلادی. مشخص کردن یک تابع 
از طریق عبارت تحلیلی بدون تغییر باقی ماند. اما در قرن نوزدهم مفهوم تابع طوری دستخوش گسترش و 
شفاف‌سازی‌های پی‌درپی قرار گرفت که ماهیت و معنی آن را عمیقاً تغییر کرد. 


جمزودعتمه متا رد۸ 
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بحث و جدل در مورد مساله "تارهای مرتعش"*" پیشرفت قابل توجهی در جهت گسترش مفهوم تابع ایجاد 
کرد. این مساله توسط معادله زیر بیان می‌شود 
لو _ رثن 
۲ 22 
که در آن 1 متغیر وابسته است و تغییر مکان از موقعیت تعادل را نشان می‌دهد. همچنین 2 فاصله از مبدا و 
# مان را تقان تفت سباتله در گرفه سان دالامی (1798 > 1۳۳۱۲ که عرایفی وا در فظر مر گرقت که 
در واقع باید جواب این مساله باشند. با ریاضی‌دانانی مانند اویلر و برنولی منجر به بحث در مورد جواب‌های 
کل اد 
کارهای فوریه (1830 - 1788) که جریان دما در یک جسم را مطالعه می‌کرد» سهم مهمی در تکامل مفهوم 
تیم زییط شواک ورام ی وراه خی ترا هط وهای زا تون که 
از حدود سال ۱۸۰۷ مورد توجه ژوزف فوریه قرار گرفت و در سال ۱۸۲۲ در شاهکار او" که نقطه عطفی در 
تکامل آنالیز کلاسیک و فیزیک ریاضی بود. اوج گرفت (به [۵] مراجعه کنید). فوریه دما را تابعی از دو متغیر 
زمان و فضا در نظر می‌گرفت. وی از کشف اویلر که در سن ۷۰ سالگی به آن دست يافته بود در مورد دستگاه 
متعامداز توابع مثلثاتی که در سری 
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ظاهر می‌شوند. استفاده کرد ۳ تقیا دهد که حنی یک تابع ناپیوسته هتتاوت ر می‌توان بر حسب یک سری 
مانند فوق, بسط داد. امروزه به افتخار کار فوریه. این سری ها که ضرایب آن توسط فرمول اویلر به صورت 


ت۱۳ ۱۹ 
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داده می‌شود. سری فوریه نامیده می‌شوند» هرچند که فوریه هیچ نقشی در نظریه بنیادی این سری‌ها نداشته است 
و در واقع ابداع انها توسط دانیل برنولی در سال ۱۷۵۰ و در ارتباط با مساله تارهای مرتعش؛ انجام پذیرفته 
است. فوریه حدس زد که شاید بتوان هر تابع را در یک بازه مناسب به یک سری مثلثاتی بسط داد ولی هرگز 
نات بریاشی ات این عنس اراد ند 

این ادعای فوریه, که توابع ناپیوسته می توانند توسط یک سری نامتناهی با توابع پیوسته (و حتی تحلیلی) 
از توابع بیان شوند. معاصرانش به ویژه, دیریکله (1859 - 1805) در برلین و ریمان (1866 - 1826) در 
گوتینگن» را حیرت زده کرد. دیریکله که در پاریس تحصیل کرده بود» اولین اثبات دقیق از همگرایی سری فوریه 


را برای رده گر از توابع متناوب (انهایی که به جز در تعداد متناهی ماکزیمم و مینمم موضعی پیوسته هستند 
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آن جدا کند و اين کار را در سال ۱۸۲۷ با ارائه تعریف تابع به عنوان تناظری دلخواه بین متغیرهای عددی 
یک مقدار از متغیر وابسته متناظر می کند*". چندی بعد "جمله به هر مقدار از متغیر مستقل *" به جمله "به هر 
مقدار از متغیر مستقل که متعلق به مجموعه خاصی (دامنه تابع ) است" تغییر یافت. این تعریف آنقدر کلی 
بود که می توانست تابع را بدون داشتن فرمول (ضابطه) ریاضی فقط با کلمات معین کرد. مثلاً وی تابع 

5 گویا است:. 1 
< (2)] 

۶ گنیک است. 0۰ 
شد. از دیدگاه ریاضی دانان قرن هجدهم. هیچ فرمول (ضابطه) ریاضی وجود تلانع گنه کسک: اق بتوان تابع 
دیریکله را محاسبه کرد. در صورتی که چنین تعریفی تابع راحهطو کامل تتخص ی کتق: هلا شین توانیم 
بگوییم 0 > (۶)/2 ,1 - (۶)2. 

حتی قبل از تلاش‌های دیریکله برای دقت بخشیدن به نتایج فوریه, لویی کوشی (1789 - 1837) کارهای 
زیادی برای روشن شدن مفهوم تابع انجام داده بود. وی نه تنها اثبات قابل قبولی را از این واقعیت که هر تابع 
پیوسته انتگرال‌پذیر است به انجام رسانده بوده بلکه یک مثال از یک تابع کراندار پی نهایت بارمشتق پذیر 
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را ارائه کرد که نمی تواند در همسایگی 0  <‏ با یک سری توانی بر حسب : بیان شود. 


۳ مفهوم تابع در نیمه دوم قرن نوزدهم 
بیش از همه؛ اینم ویمان (1806 - 1826) و وایراشتراوس (1897 - 1815) بودند که ایده های آنها حول 
و حوش سال ۱۸۸۰ نظریه توابع را چه در حالت حقیقی و چه مختلط احاطه کرده بود. مقاله ریمان در سال 
۴ بر اساس کار دیریکله» دومین پیشرفت اساسی در نظریه سری های فوریه بود. ریمان انگیزه یافته بود 
تا نظریه انتگرال توابع کراندار را بسیار دقیق‌تر و کلی‌تر از نظریه انتگرال کوشی برای توابع پیوسته. خلق کند. 
او در سال ۱۸۵۴ تابعی به شکل زیر تعریف کرد (اين نتایج در سال ۱۸۶۷ منتشر شد): 


۲۰ / امیاری 


و + [ه] > ۵ 


+ [ه] > 2 [2] - 2 (2) [ 


,3 + [ه] < 2 1 - [2] - له 
() دک 1 ۲ ی ح را 2 
سپس نشان داد و ر 2 < (2) / به ازای هر حقیقی تعریف می‌شود نقاط ناپیوستگی / دقیقا نقاط 
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ده ها کی مسق زک خی نادیم کر تقاط زا یوگ ویب رانک 
دارد و پرش‌ها در این نقاط با نزدیک شدن به نقطه صفر به مقدار صفر نزول می‌کنند. با این تعریف تابع ‏ 
انتگزاپنی مان است وگ ۶ فابم آولب آن باه نت بیرتض آثبت که درعاط یرگ ۶ مت پذری 
نیست. از آنجا که تصور هندسی "7 ناممکن بود این تابع در آن روزگار چندان خوشایند به نظر نمی‌رسید» ولی 
چون نقاطی که تابع در آن مشتق‌پذیر نبود زیر مجموعه ای از اعداد گویا بوده مورد پذیرش قرار گرفت. 

کارهای ریمان نقطه آغاز بحث‌های بعدی در مورد سری فوریه و توابع حقیقی توسط ریاضی‌دانانی مانند 
ات گرا دیش رو روت رتیه سا هام ۱۸۵/۵۰۱۸۵ که مقالات ای مالبا برس فا ,دانفه 
همگرایی. انتگرال گیری جمله به جمله. مجموعه ناپیوستگی‌ها و مانند آن؛ مطرح شدند. 

موثرترین مدافع دقت در این دوران. وایراشتراس (1897 - 1815) بود. وی در طول زندگی طولانی خود. 
بر خلاف ریمان که از شهود هندسی و فیزیکی استفاده می کرد. بر دقت فرمول‌بندی انالیزی تاکید بسیار داشت. 
تاکید او بر تعریف‌های دقیق و کلی در آنالیز مختلط و همچنین روحیه نقادانه او نسبت به آنالیز حقیقی اصطلاح 
"دقت وایراشتراسی" را که توسط کلاین ابداع شده بود» بر سر زبان ها انداخت. وایراشتراس در سال ۱۸۷۲ 
تابع حقیقی 

۱ 9 ‌ 
0 عدد صحیح فرد است 2 14 < وه ب1 > 0 > 0 )00۵ ۲ (2) 
0 

را معرفی کرد که در سرتاسر مجموعه اعداد حقیقی پیوسته و در هیچ نقطه ای مشتق پذیر نیست» شکل ۲ را 

از سوق دیگر قاری ( 1917 189) متشه معررف: ود (۱۸۷۵) عالی از تابعی یوش ارافه کرو که 
در هیچ بازه‌ای صعودی يا نزولی نیست. و علاوه بر آن‌که قابل نمایش به وسیله سری توانی نیست نمی‌توان آن 
ر رسم کرد. 

این مثال‌ها سبب بازنگری اساسی در آنالیز ریاضی گردید و این شیوه برخورد با مسئله» پرسش ها و مفاهیم 
جدیدی را در ارتباط با توابع مطرح کرد. ایا توابع کلی که با سری مثلثاتی نمایش داده می‌شوند برای ریاضی‌دانان 
مزیتی دارند يا فقط توابعی که با سری های توانی نمایش داد می‌شوند. مفید هستند؟ فایده این توابع عجیب 
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و غریب یا آنهایی که نمایشی به صورت سری توانی ندارند چیست؟ آیا وحشت هرمیت (1901 - 1822) از 


۴ _تابع از آغاز قرن بیستم تا عصر حاضر 

وضعیت پیش آمده در اواخر قرن نوزده» توسط فرژ" (1925 - 1848) به درستی جمع‌بندی شد [۳]. او 
دریافت که اطلاق کلمه "تابع" با گسترش علم» وسعت يافته است. در واقع اعمال سنتی مانند چهار عمل 
اصلی. توان‌ها و وارون آنها؛ دیگر برای ساختن توابع کافی نبود و اعمالی مانند حدگیری نیز وارد کار شده بودند. 
فرژ از این هم فراتر رفت و اظهار داشت که لزومی ندارد فقط اشیاً ریاضی دامنه و مقدار تابع را مشخص نمایند. 
به عنوان مثال او می گوید " اگر امپراطوری آلمان را به عنوان مقداری در دامنه متغیر فرض کنیم آنگاه برلین 
می‌تواند مقدار تابع برای اين مقدار متغیر را نشان دهد*. 

در اواخر قرن نوزدهم با گسترش نظریه مجموعه‌ها که توسط گثورگ کانتور (1918 - 1845) اغاز شد 
و باعث تحولی عمیق در ریاضیات گردید. مفهوم تابع نیز به تکامل ادامه داد. در قرن بيستی تابع به همه 
تناظرهای دلخواه بین مجموعه‌ها (چه عددی و چه غیر عددی) که در شرط یکتایی مقدار صدق کند. گسترش 
یافت. در سال های آغازین قرن بیستم» پس از کارهای وایراشتراس» داربو و کانتور وضعیت روشن‌تر ولی 
بسیار متغیر بود. در حالی که بسیاری از ریاضی‌دانان به این موضوع علاقه‌ای نشان نمی‌دادند و حتی از آن 
اجتناب می‌ورزیدند. عده کمی با انگیزه‌های متفاوت سعی در پاسخ دادن به سوالات گوناگون داشتند» برای 
اطلاعات دقیق‌تر به [۱] رجوع کنید. 
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۳۲ ماش 

با ادامه تکامل مفهوم تابع» ریاضی‌دانان تابع را از تناظر به سمت رابطه سوق داده‌اند. یک خویشاوند نزدیک 
به مفهوم تابع» مفهوم ریخت در نظریه رسته‌ها است. از طرفی درنظریه محاسبات. تابع به عنوان یک قاعده 
محاسباتی در نظر گرفته می‌شود. همچنین در منطق و علوم رایانه از الگوریتم‌ها استفاده می‌شود که نمونه‌ای از 
توابع بازگشتی هستند. 

امروزه ریاضیات مانند گذشته به طور اختصاصی به علوم فیزیکی وابسته نیست. این علم به طور گسترده‌ای 
دامنه کاربرد خود را وسعت داده و به ابزاری قوی در مطالعه پدیده‌های زیست‌شناسیء علوم انسانی و اجتماعی» 
اقتصاد و تجارت ارتباطات. مهندسی و فن اوری تبدیل شده است. ریاضیات زیرساختی را برای توصیف» 
تشریح» پیش‌بینی و کنترل فراهم می آورد. تمام کاربردهای ریاضیات زمینه‌ای برای مفهوم مدل هستند. یک 
مدل ریاضی نمایشی است که عناصر اساسی در یک وضعیت داده شده را توصیف و در عین حال عناصر 
ور مق هی کتک سل هی فا ورت‌های تناها ول مغ ا تسا 
روابط بین اين متغیرها و نرخ تغییرات آنها تشکیل می شود. فرآیند ساختن یک مدل مراحلی دارد» از شناخت 
موقعیت اولیه گرفته تا توصیف ریاضی آن و سپس بازگشت دوباره به آن موقعیت. بسیار مهم است که در 
هر مرحله تأثیر عوامل بیرونی مختلف را مشخص نماییم. به این منظور لازم است که روابطی به فرم تابع بین 
پارامترهایی که این عوامل را تعریف می‌کنند و متغیرهای اصلی برقرار کنیم. بنابراین می توان گفت که امروزه 
مدل‌های ریاضی از مهمترین کا ربردهای مفهوم تابع در شاخه‌های مختلف علم هستند. 

این دامنه نفوذ همچنان ادامه دارد و بدون تردید با هر پیشرفت جدید علمی, گستره کا ربرد این مفهوم ریاضی 


نیز وسیع‌تر می‌شود و با قدرت و زیبایی به توصیف پدیده‌های نو یاری می‌رساند. 


۵ سخن پایانی 


دیدیم که در آغان مفهوم تابع برای معین کردن تناظر بین اشیای هندسی به کار برده می‌شد و در ادامه از 
طریق ارتباطش با مطالعه عبارت‌های تحلیلی. جایگاه ویژه‌ای در جریان اصلی تفکر ریاضی به خود اختصاص 
داد. برای نشان دادن نقش تاریخی این مشارکت. یوشکوویچ در [۷] می‌گوید: 

"معرفی تابع به روش تحلیلی» تحولات بنیادین در ریاضیات ایجاد کرد و به دلیل کارایی فوق‌العاده» این 
مفهوم دارای جایگاه کانونی در تمام علوم شده است.* 

در واقع ارتباط بین عبارت‌ها (ضابطه‌ها)ی تحلیلی و اشیاء هندسی (نمودارها) انقدر پرثمر است که هنوز 
هم جایگاه خود را در عمل و در ریاضیات امروزی آشکار می‌سازد. 

در طول زمان مفهوم تابع دستخوش دگرگونی‌های بسیار شد. توابعی با رفتارهای کاملا نامتعارف ظهور کردند 
و موجب طرح سوالات بسیاری گردیدند. تابع هم به نفوذ خود در سایر علوم ادامه داد و هم در شاخه های نوپدید 
ریاضیات با دیدگاه‌هایی متفاوت ظاهر شد. 

خلاصه آن که قالب واحدی برای نگرش به مفهوم تابع و به کار بردن آن وجود ندارد و هر شاخه علم بسته 
به نیاز خود. قالب مورد نیاز خود را برمی‌گزیند. امروزه توابعی که در آنالیز ریاضی مورد مطالعه قرار می‌گیرند 
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و در برنامه‌های کاربردی استفاده می‌شوند» در بررسی وابستگی بین متغیرهای عددی نقش اساسی دارند و به 
همین دلیل. مفهوم تابع عددی به عنوان تناظری بین متغیرها؛ صرف نظر از ماهیت آنها. در کاربردهای امروزی 
هم به نقش کلیدی خود ادامه می‌دهد. توابعی که در جبر در نظر گرفته می شوند. بر مفهوم رابطه تاکید دارند 
و آنهایی که در منطق ریاضی و علوم رایانه ظاهر می‌گردند بیشتر از جنبه‌های الگوریتمی برخوردارند. برکسی 
پوشیده نیست که این مفهوم سایه خود را بر تمامی پهنای علم گسترانده است و پیشرفت های امروزی علم بدون 


وجود و به کار بردن آن قابل تصور نخواهد بود. 
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